
作业九　（12月22日课堂上交）

1. 本次作业，仍然是关于定义的。

我们课上定义群在集合上之作用的相悖性的时候，使用的都是类
似“一分为二，每份大小不变”的定义。自然的问题就是，如果将“一
分为二”换成“一分为三”（或者更一般的，“一分为 n ”），得到
的是不是同一种现象？

a) 假设群 G 作用在集合 X 上，满足如下的相悖性：

存在 X 的两两互不相交的子集 A1, · · · , Am 和 B1, · · · , Bn （其中
Ai ∩Bj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n ，Ai ∩Aj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ m

，并且 Bi ∩ Bj = ∅ ，∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ n ），以及 G 中元素 a1, · · · , am
和 b1, · · · , bn ，使得

X =

m⊔
i=1

ai(Ai) =

n⊔
j=1

bj(Bj) 。

证明：一定存在 X 的两两互不相交（两两互不相交的含义和上面
类似）子集 C1, · · · , Cp 、 D1, · · · , Dq 和 F1, · · · , Fr 以及 G 中元素
c1, · · · , cp 、d1, · · · , dq 和 f1, · · · , fr ，使得

X =

p⊔
i=1

ci(Ci) =

q⊔
j=1

dj(Dj) =

r⊔
k=1

fk(Fk) 。

换言之，需要证明的是，如果可以一分为二，每份“大小不变”，
则可以一分为三，每份“大小不变”。
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注：这个证明的思路比较直观，并不是太难想到。难点在于如何用
数学的语言（而不是日常的口语化语言）将思路转换为严格的证明。
这里面涉及到的记号比较多（包括下标），需要选取合适的符号（记
号）来表达你的思路，这也是数学专业训练的一个重要部分：用正规
的、通用的数学语言来进行清楚、规范、严密的表达。

b) 证明 a) 之逆。换言之，证明：如果可以一分为三，每份“大小不
变”，则可以一分为二，每份“大小不变”。

提示：Banach-Schröder-Bernstein定理。

注：基于a)之结论 + b)之结论 + 数学归纳法，不难得到，“一分为
二，每份大小不变”，“一分为三，每份大小不变”和“一分为 n，
每份大小不变”，描述的都是同一种现象。

注：定义的难点（或者说关键点），不在于形式的写出一个所谓定
义，而在于真正明白/理解你所要定义/描述的现象。
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